PLANUL IN GEOMETRIA
DESCRIPTIV A

Daa privim planul ca element geometric bidimensiosialnfinit,
reprezentarea lui prin proig@cnu este releva#t Trebuie gsita o alé
modalitate de reprezentare a planului, cdréntiture acest impediment.
Un plan oarecare, notf®], se intersecteazcu planele de proige dup
trei drepte care se numescmele planului si care sunt nite drepte
particulare, tocmai pentrii@patin si planelor de proigee (fig. 4.1):
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Fig. 4.1
unde: [P]N[H] = R, = p, - urmi orizontak;
[PIN[V] =R, =p, - urmi verticak; (4.1)
R =p

[PIN[L] =P =p" - urmi laterak;
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Dreptele “urme” au ca orice dredptei proiegii, dintre care, cate
una este identiccu dreapta din spa (4.1), iar celelalte dduse gisesc pe
axele sistemului de proige, dug cum urmeax
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Fig. 4.2

4.1 DREAPTA S| PUNCT
SITUATE IN PLAN

O dreapt situati intr-un plan, va avea urmele pe urmele de gicela
nume ale planului, iar un punct va ap@# unui plan dat apatine unei
drepte a planului (proigide sale apain proiegiilor de acelai nume ale
unei drepte a planului), (vezi fig. 45B84.4):

5alf] - {vhggv (4.2)
si. MOP] - moODO[P] (4.3)
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4.2 MODALIT ATI DE DEFINIRE A
PLANULUI

Estestiut din geometria in spi@a ca un plan este definit prin:
* doua drepte paralele;
« doua drepte concurente;
* 0 dreapi si un punct exterior ei (care se reduce la
unul din cazurile anterioare);
» trei puncte necoliniare (care se reduce la unul din
cazurile anterioare).

Aceste modalitti de definire ale planului se régescsi in geometria
descriptivg, Tn plus, apar gte cazuri specificgi anume:

 trei puncte apainand urmelor unui plan;

* 0 “linie de cea mai mare pdiita planului faa de planul orizontal

de proiedge;

* 0 “linie de cea mai mare paiita planului faa de planul vertical

de proiege.

Linia de cea mai mare pa#ta unui plan este o dredpte apaine
planuluisi formeaz unghiul cel mai mare cu unul din planele de pragec
si anume cu cel & de care este defiditcalinie de cea mai mare
pang”.

In studiul planului, cand epura se complit se aglomeredizfoarte
mult, reprezentarea se poate face pe toate celgldre de proigge, darsi
numai pe do@i plane de proige, cand proiegle laterale ale elementelor
reprezentate nu aduc infortnainice, definitorii.

4.2.1 Planul definit de doa drepte paralele, se construige pe
baza relailor (4.2) de apartenef a dreptei la un plan, determinand mai
intai urmeleH;, respectivV, , ale dreptelorparalelesi unind intre ele
proiegiile de acela nume ale urmelor dreptelor (fig. 4.5). Urmelemlbui

astfel obinute trebuie &fie concurente pe ax@x, inPy:

?ﬂ[H]=Hl dar _BEI[P] = h1IZIE hh DF (4.4)
AN[H]=H, dar 40[P] = h,Op, e '
Bﬂ[V]=Vl dar BD[P] = Vl'EIp_V' } WD? (45)
anv]=v, dar a0[P] = v,Op,/ P '

4.2.2 Planul definit de dod drepte concurente,se construige pe
baza relailor (4.2) de apartene# a dreptei la un plan. Determinand mai
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intai urmeleH;, respectivV; , ale dreptelorconcurentssi unind intre ele
proiegiile de acelgi nume ale urmelor dreptelor (fig. 4.6), sginlurmele

planului care trebuieidie concurente pe ax@x, in Py:

AN[H]=H, dar 40[P] = h,Op, e
?ﬂ[\/]:Vl dar _EEI[P] = v/Op, } O (4.5)
ANNV]=v, dar a0[P] = v, Op, e

Fig. 4.5 Fig. 4.6

4.2.3 Planul definit de trei puncteapatinand urmelor planului,
este foarte demtalnit in probleme. Punctele de defi@isunt de obice,

de pe axax, un punct de pe urma orizoriatleci de formaH si unul de
pe urma vertical de formaV (de exemplu punctele,, H; si V; din fig.
4.5 sau 4.6) . Constrtia este banal

{F’xh'ﬂph }: [F] (4.6)

P,v O p,

4.2.4.1 Planul definit de o “linie de cea mai marganta” a
planului fata de planul [H] - l.c.m.m.p/ [H]. Acest tip de dreapteste
perpendiculatr pe urma orizontédla planuluisi este capahil singuti si-|

defineass. In fig. 4.7 se poate identifica dreapEa ca l.c.m.m.p[H] si
conform teoremei celor trei perpendiculare:

DOP, O vvOdH] = dOp, (4.7)
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Fig. 4.7

Unghiul dintre planu[P] si [H], notata&, poate fi pus in evideihin
triunghiul dreptunghidv’v h, format de dreapta_), proiegia ei orizontad
si cota urmei sale vertical®, sau in triunghiulAv,'v h, obtinut prin
rabaterea primului, pe planul orizontal de proe(ig. 4.7si 4.8):

a=0v hv=0v, hv (4.8)

Construgia planului[P] cand se cungte o l.c.m.m.mp[H] a saD
(vezi fig. 4.8), folosgte urmele drepteD si condtia de perpendicularitate
a urmei orizontale a viitorului plam, fati de proieda orizontai d inh

(urma orizonta a drepteiB) . Se olgine n acest felP, la intersega cu
0x si apoi, prinv’, urma vertical a planului, p,’ .

4.2.4.2 Planul definit de o “linie de cea mai marganta” a
planului fata de planul [V] - l.c.m.m.p/ [V]. Acest tip de dreapteste
perpendicular pe urma verticadl a planuluisi este capahil singué si-|
defineasa. In fig. 4.9 se poate identifica dreapfiaca I.c.m.m.p[V] .

Unghiul dintre planu[P] si [V], notat 8, poate fi pus in evidehin
triunghiul dreptunghidh;h’v’, obtinut prin rabatere pe planul vertical a
triunghiului din spau format de dreapt proiegia ei verticai si
depirtarea punctuluH (fig. 4.9):

B=0hyh (4.9)
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Fig. 4.8 Fig. 4.9

Construgia planului[P] cand se cungte o l.c.m.m.mp[V] a sa4
(vezi fig. 4.9), folosgte urmele dreptei si condtia de perpendicularitate
a urmei verticale a viitorului plam, fati de proieda vertical & n Vv’

(urma vertical a drepteid) . Se ohine in acest feP, la intersetia cu 0x
si apoi, prinh, urma orizonta a planului, p, .

4.3 DREPTE PARTICULARE ALE
PLANULUI

Dreptele particulare care pot exista intr-un pdanecare, sunt cele
din prima categorie de drepte particulgiranume, cele paralele cu un plan
de proiege (de nivel, de frongi de profil). Cum proiegile in planul
lateral sunt mai rar folosite, ne vom ocupa de pkendou tipuri de drepte.

4.3.1 Dreptele de nivel ale unui plansunt drepte ale planului,
paralele cu planul orizontal de prajec Ele se mai numest orizontalele
planului.

O dreapi de nivel N (fig. 4.10) nu are urm orizontal, iar
aparteneta ei la un planP], obligi urmele dreptei & se dgiseasé pe
urmele de acefa nume ale planului; cum urma orizoritahu exisi,
proiecia orizontak a dreptei va fi paral&lcu urma orizontaéla planului.

Dar si urma orizontal a planului este o dredjptle nivel; concluzia

este deci, £toate orizontalele unui pIaN_i, sunt paralele intre ele:
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— — vV=nNp,
N I[H]oN O[P]= L o (4.10)
] P {hﬂﬁnmphﬁnllphlln-

Fig. 4.10 Fig. 4.11

4.3.2 Dreptele de front ale unui plan,sunt drepte ale planului,
paralele cu planul vertical de proiec

O dreapt de front F (fig. 4.11) nu are urth verticah, iar
aparteneta ei la un planP], obligi urmele dreptei & se dgiseasé pe
urmele de acetda nume ale planului; cum urma vertisgahu exisi,
proiegia vertical a dreptei va fi paralélcu urma vertical a planului.

Darsi urma vertical a planului este o dredptle front; in concluzie

rezuléi deci, @ toate dreptele de front ale unui plgn, sunt paralele intre
ele:

Ell[\/]EIEEI[P]:{I

_h=thp (4.11)
Ve f'Mp =

'l IIF;

4.4 POZITII PARTICULARE ALE
UNUI PLAN

Casi dreptele, planele pot ocupa p@izparticulare in raport cu
planele de proie®. Acestea se inscriu in docategorii:
 plane paralele cu planele de proiec deci
perpendiculare pe celelalte doygrad dublu de
particularitate);

» plane perpendiculare pe planele de pnogec
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4.4.1 Planul de nivel [N]este paralel cu planul orizontal de
proiegie si in consecim, este perpendicular pe planul vertigiatel lateral
de proiede, faa de care este un plan proiectant (tot cetioenplanul, se
proiecteaz pe urma respectiva planului).

Un element geometric aperand unui plan de nivel (segment de
dreapi, figura geometrid plan), se proiectedizin adevrata marime pe
planul orizontal[H] (fig. 4.12)si complet deformat pe planul verticil]
si pe planul lateralL] (complet deformat inseammu doar deformat ai
schimbarea categoriei geometrice, de la poligorsdgment, triunghiul
AABC avand proiega verticali a b’ ¢ si proiecia lateraiia"b"c").

[H]

Fig. 4.12

Se remarg faptul @ planul de nivel nu are ughorizontak (fig. 4.12
si 4.13), iar cea verticalsi laterak, Tn epud sunt in prelungirezEcons;j.

[N]iIH] }ﬁ

Z = const
([ dabc= AABC

. (412
abc0On,|0x

a"b"c" On" |0y

Fig. 4.13
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4.4.2 Planul de front [F]este paralel cu planul vertical de proiec
si In conseciti, este perpendicular pe planul orizongelcel lateral de
proieaie, faa de care este un plan proiectant.

Un element geometric aparand unui plan de front (segment de
dreapi, figura geometrid plam), se proiectedzin adevrata marime pe
planul vertical[V] (fig. 4.14)si complet deformat pe planul orizonf]
si pe planul latera]L] .

};
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F, =1, Fy
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Fig. 4.14

Se remarz faptul @ planul de front nu are uérverticah (fig. 4.14
si 4.15), iar cea orizontaki laterah, Tn epudl sunt in prelungireyEcons].

[Flniv] }ﬁ

y = const
( &b ¢ =AABC
= I (4.13)
X abcO T, ||Ox

ab'e 0%, || oz

Fig. 4.15

10
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4.4.3 Planul de profil [P]este paralel cu planul lateral de proiec
si Tn consecity, este perpendicular pe planul vertigakel orizontal de
proieaie, faa de care este un plan proiectant.
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Fig. 4.16 y

Un element geometric aparand unui plan de profil (segment de
dreapi, figura geometrid plam), se proiectedzin adevrata marime pe
planul laterallL] (fig. 4.16)si complet deformat pe planul verticpl] si
pe planul orizontgH] .

Se remarz faptul & planul de profil nu are urinaterak (fig. 4.16si
4.17), iar cea verticaki orizontah, Tn epu#i sunt in prelungirexEconsy.
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b
- a’ %C’ia’, F - (H"b"c" = AABC
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4.4.4 Planul vertical [Q] este perpendicular pe planul orizontal de
proiegie, faa de care este deci proiectant (fig. 4.18).
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Fig. 4.18
In epud (fig. 4.19), planul verticdlQ] pune in evidetd proprietatea
sa de a fi proiectant fade planul orizontal, urma sa orizoritatrangand
pe ea proigdle orizontale ale tuturor elementelor c¢omte de plan
(puncte, drepte sau segmente de deedigiuri geometrice plane).

A

q, bl /b " (AabcOq,
c' -
: _ ! g, O0x
) a 0 0_)/1 (4.15)
B=0{Q: v}
=o{Ql [L]

Fig. 4.19

De asemeni, urma orizondalg, formeaz cu axeleOx si Oy,
aceleai unghiuri pe care planul verticf@] le face cyV] si [L]. Urmele

g, si g" pun in evideta perpendicularitatea planul{®] fata de planul

[H].

12
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4.4.5 Planul de capt [R] este perpendicular pe planul vertical de
proiegie, faa de care este deci proiectant.

Spaial (fig. 4.20)si in epua (fig. 4.21), planul de cap[R] pune in
evidena proprietatea sa de a fi proiectanafde planul vertical, urma sa
verticak strangand pe ea protéle verticale ale tuturor elementelor
continute de plan (puncte, drepte sau segmente, fippmmetrice plane).

Urma verticad r; formeaz cu axeleOx si 0z, acelea unghiuri pe

care planul de cap[R] le face cu planul orizontal de proigc[H] si cu
planul lateral de proig¢ie [L]. Urmeler, si r" pun in evideti perpen-

dicularitatea planului de cap[R] fata de planul vertical de proige [V].

2
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(4.16)
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4.4.6 Planul paralel cu axa0x ,- [S] este perpendicular pe planul
lateral de proigee, faa de care este deci proiectant.

Spaial (fig. 4.22)si in epui (fig. 4.23), planu[S] pune in evideti
proprietatea sa de a fi proiectantafale planul lateral, urma sa lateral
strAngand pe ea protéle laterale ale tuturor elementelor g¢oute de
plan (puncte, drepte sau segmente de dighgtiri geometrice plane). De
asemeni, urma latetak” formeaz cu axeleOz si Oy, , acelea unghiuri
pe care planulS] le face cuV] si [H]. Urmeles, si s, pun in evideti

perpendicularitatea planul[8] fata de planulL].

[V]
[L]
X
AN
Fig. 4.22 y
s 2.
> B (4b'c"Os"
b’ bl!
ﬁ s" -
'/ "\ 4 s, 00z (4.17)
« c 0 c” S, .
= b yA i s, OO0y
a=04S|;|H
S y
Fig. 4.23
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4.4.6.1 Planul ce cotine axa0x, sau planul axial [P],este un caz
particular de plan perpendicular pe planul latel@alproiege. Urma sa
orizontah si verticak (fig. 4.24) se vor confunda, fiind suprapuse pa ax

0x, pe care 0 cam, iar urma lateral cum este desgeptat, formeaz cu

axele Oy, si 0z, aceleai unghiuri pe care planul axial le face ],
respectiv cyV].

— A

d; d,; z Se poate obseivca originee

a a o 0 = P, =P, iar dreptele situa

o & in planul axial au urn

b’ b/ orizontah si verticali identice

B/ Ng n timp ceproiediile laterale al

X Ay Y acestor urme se concentrg

p=p b M w toate Tn origine:

C

/a, » A, =h =h'=sv =v/
i 2 A, =h,=h'=v, =V, (4.18)
1 Y y 0=h"=h"=v/"=v,
Fig. 4.24

Din categoria planelor axiale fac parte planekebioare, definite in
capitolul 2. Tn cazul planului bisector B[y ], unghiurile & si ,[? sunt
egale cu 4% in diedrulDI si DIl , iar Tn cazul bisectod,.,, ], unghiurile
a si ,[? sunt egale cu 45in diedrulDll si DIV .

Daca ne gandim la coordonatele punctelor ce @paplanelor
bisectoare, vor rezulta propratimportante pentru elementele geometrice
continute de acest tip de plane. Este interesant deradiscum arat
dreptele, respectiv segmentele de dreapatinand planelor bisectoare
(fig. 4.25si 4.26). Exemplifiagrile se raporteaiz la semiplanelgB,] si
[By], deci punctel@, B, C, sunt situate in diedrl, respectiK, M, N,
in diedrulDlIl .

Se obsery din nou, @ originea0 = P, = P,, iar dreptele situate n

planele bisectoare au urma orizoatgl verticak identice, iar proiegle
laterale ale acestor urme se concentréaate n origine:

Al hl
h,

h'
A h,'
0

Vl
V2
1

Vl
v, (4.18)
v,"

o

1" h2"

15
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Q
=

B =0 A
/[ “’
C
k= T _ —
/ o= b, "

o

Fig. 4.25 Fig. 4.26
Proieciile orizontalesi verticale ale elementelor situate in planul

bisector [B,] sunt simetrice fa@ de axaOx (d,, d,, a b, c, sunt
simetrice cud,’, d,’, a, b, c¢), iar cele situate n planul bisec{&;],
sunt confundated, =d,’, d,=d,’, k=k', m=m, n=n).

4.5 APLICATII

1. Se dau punctelA(50; 15; 25), B(10; -10; 60%i C(70; -15;
40). Sa se construiagcurmele planulufP] definit de cele trei puncte.

2. PuncteleA(15; 30; -30)si B(40, -10; 40)definesc linia de cea
mai mare paft(l.c.m.m.p,) a planului[Q] fata de[H]. Sa se determine
urmele planulu[Q] si unghiul dintre acestsi [H].

3. Si se reprezinte urmele planuluilR] definit de
HV =l.c.m.m.p./ [V] si unghiul format deHv cu planul[V]. Se cunosc
H(55; -30; 0)si V(30; 0; -20).

4. si se construiasicurmele planulufS], definit de dreapta de
nivel N OV(40; 0; 15)JA(75; 25; z)) si de punctuB(60; -5; 35)
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